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Resumen
Palabras clave: Integral definida, área, Derive, secuencia didáctica.
Éste trabajo tiene como objetivo general desarrollar una secuencia didáctica dirigida a
estudiantes que cursen cálculo integral, para introducir el concepto de integral definida
apoyada en el uso de herramientas computacionales.
Para poder cumplir con el objetivo se realizan los siguientes pasos:
• Estudio del desarrollo histórico del concepto de integral definida como área.
• Análisis de las herramientas ofrecidas por el programa de cálculo simbólico Derive
para su incorporación en el ámbito universitario.
• Revisión del concepto de la integral definida en algunos libros de cálculo.
• Diseño de una secuencia de actividades didácticas dirigidas a estudiantes de
ingeniería que cursen cálculo integral con el fin de introducir el concepto de
integral definida que incorpore los sistemas de representación gráfico y algebraico.
Abstract
Keywords: Definite integral, area, Derive, teaching sequence.
This work has as main objective to develop a teaching sequence aimed to students
taking calculus, to introduce the concept of definite integral supported in the use of
computational tools.
To accomplish the objective, the following steps has to be performed:
• Study of the historical development of the concept of defined integral as an area.
• Analysis of the tools provided by the calculator Derive symbolic for incorporation
into the university.
• Review the concept of the defined integral in some books calculation.
• Design of a sequence of educational activities aimed at engineering students who
study calculus in order to introducing the concept of definedintegral systems
incorporating graphic and algebraic representation.
Introducción
El problema de calcular el área de una figura plana o el volumen de un sólido, se
remonta a la antiguedad. La primera técnica sistemática documentada es el método de
exhaución creado por Eudoxo, que trataba de encontrar áreas y volúmenes partiendo la
figura en un número finito de formas para las cuales se conocieran el área o el volumen.
Este método fue desarrollado y usado más adelante por Arquímedes, que lo empleo
para calcular áreas de parábolas y una aproximación al área del círculo.
En el siglo XVI comienzan a aparecer adelantos significativos sobre el método de
exhaución. En ésta época, por un lado, con el trabajo de Cavalieri con su método de
los indivisibles y, por otro lado, con el trabajo de Fermat, se empezaron a desarrollar
los fundamentos del cálculo moderno.
Los principales adelantos vinieron en el siglo XVII con el descubrimiento del teorema
fundamental de cálculo, realizado de manera independiente por Newton y Leibniz. El
teorema demuestra una conexión entre la integración y la derivación.
Por otro lado, el proceso de enseñanza aprendizaje de las matemáticas es sumamente
complejo, a través del tiempo el hombre ha desarrollado una diversidad de metodologías
para lograr la efectividad de dicho proceso. Con la llegada de las nuevas tecnologías,
en particular las computadoras, se abre un nuevo campo de investigación en cuanto a
nuevos ambientes de aprendizaje y metodologías de enseñanza aprovechando el enorme
potencial de estos recursos electrónicos.
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La era de los grandes cambios tecnológicos exige cambios en el mundo educativo.
Y los profesionales de la educación tenemos múltiples razones para aprovechar
las nuevas posibilidades que proporcionan las tecnologías de la información y la
comunicación (TICs) para impulsar este cambio hacia un nuevo paradigma educativo
más personalizado y centrado en la actividad de los estudiantes. Además de la
necesaria alfabetización digital de los alumnos y del aprovechamiento de las TICs para
mejorar la productividad en general. El alto índice de fracaso escolar (insuficientes
habilidades lingüísticas, matemáticas) y la creciente multiculturalidad de la sociedad
con el consiguiente aumento de la diversidad de estudiantes en las aulas, constituyen
poderosas razones para aprovechar las posibilidades de innovación metodológica que
ofrecen las TICs para lograr una escuela más eficaz e inclusiva.
El trabajo se organizo de la siguiente manera:
• Primer capítulo, repaso histórico sobre el método de exhaución e integral definida
para calcular el áreas de figuras planas.
• Segundo capítulo, los conceptos matemáticos relacionado con el área bajo una
curva.
• Tercer capítulo, aspectos pedagógicos para la enseñanza de las matemáticas y la
importancia del uso del software Derive en el áula de clase.
• Cuarto capítulo, secuencia de actividades propuestas.
También aparecen anexos, en los cuales se encuentran un manual introductorio para el
uso del software Derive, las activiades que utilizan el software resultas y se encuentran
las diapositivas de una presentación que puede servir como material de apoyo en un
curso de cálculo integral cuando se trabaje el concepto de área.
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Justificación
En los cursos habituales de cálculo integral y la mayoría de textos se consideran dos
grandes momentos según Llorens (Véase [8]):
En primer lugar, podemos comprobar que la secuencia de contenidos en el apartado de
Cálculo Integral es siempre la misma:
• Cálculo de primitivas.
• Métodos de integración.
• La integral definida.
• Aplicaciones de la integración: Cálculo de áreas y volúmenes.
El nivel de profundad en cada uno de esos epígrafes suele ser bien diferente, llevándose
la mayor cantidad los dos primeros, porque el objetivo que se persigue es adiestrar a
los estudiantes en el cálculo de primitivas, exigiendo un considerable nivel de destreza,
trucos y recetas para la obtención del resultado.
Se puede constatar que en muchos textos se omite una revisión del concepto de área;
se aprovecha que es un “concepto intuitivo” para interpretar de ese modo las integrales,
justificando todo el engorroso cálculo de primitivas. Cálculo cada vez menos necesario,
ya que se esta generalizando el uso de software, para computadores y calculadoras
científicas que realicen diferentes operaciones y actividades matemáticas como la
iii
integración. En estas circunstancias, se considera más importante el significado y
estudio de algunos métodos de integración numérica con el uso de las nuevas tecnologías.
Por estas razones, se presenta una propuesta que introduce, previo al cálculo de
primitivas, el concepto de integral definida como área bajo una curva, desde una
perspectiva gráfica y numérica, partiendo de la idea de aproximación, utilizando Derive.
Se pretende analizar la viabilidad de esta nueva forma de concebir la enseñanza de
algunos temas del cálculo integral, así como, las potencialidades y dificultades que




Los matemáticos de la antigua Grecia trabajaban problemas relativos al cálculo de
áreas de fíguras planas, por ejemplo el problema de la cuadratura y el método de
exhaución.
El problema de la cuadratura: Dada una figura plana, construir un cuadrado tal que
su área sea igual al área de la figura.
El método de exhaución para hallar el área de una región plana: Se inscribe en la
región un polígono cuya área sea de fácil de calcular y que se aproxime a la región
dada, luego se elige otro polígono de tal forma que su área sea una aproximación mejor
que la anterior, se continúa el proceso tomando cada vez polígonos con mayor número
de lados para aproximar la región dada. Este método no es totalmente equivalente al
concepto de límite actual debido a que deja entrever la construcción de una sucesión de
valores, su convergencia y la unicidad del límite, pero no es definido de manera formal.
Arquímedes, en el siglo II A de C, planteó otros problemas que solucionó por medio del
riguroso método de exhaución, destacamos La cuadratura de la parábola que consiste en
probar que el área de un segmento parabólico es igual al cuádruple del tercio de la de un
triángulo de la misma base y de la misma altura que el segmento. Para este problema
consideramos un arco parabólico desde el punto A hasta el punto B.(Véase 1.1). El
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punto P del arco que está más lejos del segmento AB se llama vértice, la distancia de P
a AB es la altura del arco. Arquímedes demostró que el área de la región comprendida
entre el segmento AB y el arco parábolico desde A hasta B, es 4
3
del área de el triángulo
con base igual a la longitud del segmento AB y altura igual a la del arco parábolico.
(Véase[6]).
Figura 1.1: Área de un segmento parabólico
En esa época se conocian las siguientes propiedades de un arco parabólico:
• La tangente a la parábola en P es paralela al segmento AB.
• La paralela al eje Y que pasa por P intersecta el segmento AB en su punto medio
M .
• Toda cuerda QQ′ paralela al segmento AB es bisectada por el diámetro PM .
• Si (NQ)2 y (MB)2 corresponden a los cuadrados de las longitudes de los








En 1635 éste problema fue retomado por el monje Bonaventura Cavalieri. A diferencia
de la escuela griega que descartó la posibilidad de determinar áreas y volúmenes de
figuras geométricas mediante la comparación entre secciones de la figura conocida y de
la que se pretende calcular, Cavalieri establecía una correspondencia uno a uno entre
los elementos indivisibles de una figura geométrica y otra de la cual se conocía el área
o volúmen; si la razón entre los elementos indivisibles (lineas) y su imagen siempre es
constante, concluía que las áreas y volumenes de las figuras, también lo son.
A manera de ejemplo, se observá como Cavalieri encontraba el volúmen del cono circular
de radio r y altura h, comparandolo con una piramide cuadrada P de altura h, cuya
base cuadrada de lado 1, como se muestra en la siguiente:
Figura 1.2: Volumen de cono circular
Cavalieri también calculó el área bajo la curva de y=xp entre x = 0 y x = b, para p ∈ Z




solo hasta el caso que b=9.
Por otra parte Fermat, en siglo XVII, empleo un procedimiento para extender (1.1)
a valores racionales de p (p 6= −1), consiste en considerar una partición del intervalo







Dividiendo el intervalo en una cantidad infinita de subintervalos de tal manera que se
debe poder inscribir y circunscribir toda el área mediante rectángulos contruidos sobre
los intervalos en que se dividió el eje.
Figura 1.3: Progresión geométrica
Se basa en una propiedad de las progresiones geométricas cuyos términos decrecen
indefinidamente y es equivalente a la fórmula de la suma de los términos de una
progresión geométrica indefinida y creciente.
Newton en 1671, con el método de las fluxiones estudiaba las magnitudes variables,
introducidas como abstracción de las diferentes formas del movimiento mecánico
continuo. Se denominaban fluentes. Todos los fluentes son variables dependientes que
tienen un argumento común: el tiempo. Combinando el enfoque de las fluxiones con la
concepción de las tangentes y la razón de cambio de las mismas, aparece claro, por vez
primera, la relación inversa entre el problema de las tangentes y los problemas de las
áreas (cuadraturas). Para ilustrar utilicemos la siguiente figura:
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Figura 1.4: Cuadraturas de Newton
Supongamos que y mide el área ABC bajo la curva q = f(x), también que el segmento
BC barre el área y cuando x se mueve entre d y e a una razón de cambio dx
dt
= 1. Si
p = 1, el área del rectángulo es x. Newton encuentra obvio que el cambio de y con
respecto al tiempo es q = f(x), es decir: ẋ
ẏ
= f(x).
Newton realiza incrementos al área, de y a un valor y + ε , asociado al incremento de
x a x+ ε, durante un intervalo de tiempo ε infinitamente pequeño.
Una aplicación que Newton hace de este proceso consiste en hallar la pendiente de la
tangente a la curva y = xn+1
n+1
, para la cual encuentra y = xn. Y recíprocamente para el
área bajo la curva y = xn , halla un valor de xn+1
n+1
.
Leibniz en 1684, entiende el área bajo la curva expresada como una suma infinita de
áreas de rectángulos de altura igual al valor de la función en uno de los extremos y de
base infinitamente delgada; esta interpretación se refleja mediante la siguiente figura:
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Figura 1.5: Cuadraturas de Leibnz
Considerando una curva como la de la figura (1.5) donde aparece una sucesión de
ordenadas equidistantes y1, y2, y3, . . . , yn. Si suponemos que la distancia entre
estas ordenadas es l, entonces su suma y1+ y2+ y3+ . . . + yn es una aproximación
de la cuadratura de la curva, mientras que la diferencia entre dos yk, yk+1 sucesivas
dan aproximadamente la pendiente de su tangente. Además, cuanto más pequeña
sea la unidad l elegida, mejor será la aproximación. Si la unidad se pudiera elegir
infinitamente pequeña, entonces las aproximaciones serían exactas, la cuadratura sería
igual a la suma de ordenadas y la pendiente de la tangente sería igual a la diferencia
de ordenadas. Leibniz observa que la determinación de cuadraturas y el cálculo de
tangentes son operaciones inversas la una de la otra.
Un siglo más adelante en 1823 Agustín Cauchy dio definiciones de límite, de función
y de continuidad muy parecidas a las que utilizamos hoy en día, para de esta manera
definir la integral como convergencia de sumas, concibiéndola como el área bajo la
curva en cierto intervalo de definición de la función. Comienza con una función f(x)
que es continua en el intervalo [x0, x] y subdivide este intervalo en n subintervalos
por medio de los puntos x0, x1, x2 . . . , xn. A esta subdivisión de [x0, x] asocia la
suma aproximada S =
n∑
i=1
f(xi−1)(xi − xi−1) que se obtiene sumando las áreas de los
rectángulos cuyas bases es [xi−1, xi] y altura f(xi−1) definiendo la integral como el





Riemann en 1854 definió la integral que lleva su nombre, ampliando la clase de
funciones integrables a las funciones continuas salvo en un conujnto numerable de
discontinuidad; pero la relación entre derivación e integración deja de ser válida en los
puntos de discontinuidad.
Figura 1.6: Sumas de Riemann
La idea de Riemann consistía en que a medida que se aumenta el número de intervalos
de la partición, el área correspondiente a la suma superior e inferior se irá acercando.
Si la distancia entre ambos tiende a cero la función es integrable Riemann. Entonces el
área de la función en el intervalo [a, b] será el límite de estas dos aproximaciones (una





De manera intuitiva sabemos que existen conjuntos del plano a los cuales es posible
calcular su área, por ejemplo los rectángulos. A estos conjuntos los llamaremos regiones
planas o simplemente regiones y los denoteremos como S ó T . Denotaremos con a(S)
y a(T ) sus áreas respectivas. Una región plana constituida por rectángulos adyacentes
la llamaremos región plana escalonada.
Tenemos las siguientes propiedades acerca de las regiones planas y sus áreas:
1. Propiedad de no negatividad. Para cada región plana S, se tiene que a(S) ≥ 0.
2. Propiedad aditiva. Para todo par de regiones S y T , se tiene que S ∪ T y S ∩ T
son regiones planas y a(S ∪ T ) = a(S) + a(T )− a(S ∩ T ).
3. Propiedad de la diferencia. Si S y T son regiones planas y S ⊆ T , entonces T −S
es una región plana y a(T − S) = a(T )− a(S).
4. Propiedad por congruencia. Si S es una región plana y T es congruente con S,
entonces T es una región plana y a(S) = a(T ).
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5. Elección de escala. Todo rectángulo R es una región plana. Si los lados de R
tienen longitudes h y b, entonces a(R) = hb.
6. Propiedad de exhaución. Sea Q un conjunto de puntos en el plano que puede
encerrarse entre dos regiones planas escalonadas S y T , de modo que
S ⊆ Q ⊆ T.
Si existe un único número c que satisface a(S) ≤ c ≤ a(T ) para todas las regiones
planas escalonadas S y T que satisfacen S ⊆ Q ⊆ T , entonces Q es una región
plana y a(Q) = c.
Particiones y funciones escalonadas
Dado un intervalo real [a, b], una partición P de [a, b] es un conjunto de puntos
P = {x0,x1,..., xn}
tales que
a = x0 < x1 < x2 < . . . < xn−1 < xn = b.
Un refinamiento de una partición P es otra partición Q que contiene todos los puntos
de P y además otros puntos adicionales, también ordenados en orden de magnitud.
Una función s cuyo dominio es un intervalo cerrado [a, b] se dice que es una función
escalonada, si existe una partición P = {x0,x1,..., xn} de [a, b] tal que s es constante
en cada subintervalo abierto (xk, xk+1) de P . Es decir, para cada k = 0, 1, 2, ..., n − 1
existe un número real sk tal que
s(x) = sk si xk < x < xk+1. (2.1)
Las funciones escalonadas también se denominan funciones constantes a trozos.
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Integral definida para funciones escalonadas
Sea s la función escalonada en el intervalo [a, b], dada por la ecuación (2.1). La integral





sk · (xk+1 − xk) (2.2)
De la definición se observa que el valor de la integral es independiente de la partición




al área de una región escalonada. La integral definida de funciones escalonadas satisface
ciertas propiedades, a continuación enunciamos algunas de ellas; demostraremos las dos
primeras, las otras se pueden demostrar siguiendo los mismos argumentos.
• Propiedad aditiva. La integral de una suma de dos funciones escalonadas es igual
la suma de las integrales, es decir si s(x) y t(x) son funciones escalonadas definidas
en [a, b] entonces ∫ b
a







Demostración: Sean h(x) = s(x) + t(x) y P = {x0,x1,..., xn} una partición de













sk · (xk+1 − xk) +
n−1∑
k=0









• Propiedad Homogénea. Para todo número real c y toda función escalonada s(x)
definida en [a, b], se tiene que∫ b
a




Demostración: Sea P = {x0,x1,..., xn} una partición de [a, b] tal que s(x) es
constante en cada subintervalo abierto de P . Entonces∫ b
a
c · s(x)dx =
n−1∑
k=0









• Comparación. Sean s(x) y t(x) funciones escalonadas definidas en [a, b], tales que






• Aditividad respecto al intervalo de integración. Sea s(x) una función escalonada









• Invarianza frente a una traslacción. Sea s(x) función escalonada definida en [a, b]






• Dilatación del intervalo de integración. Sea s(x) un función escalonada en [a, b]











La integral definida para otras funciones
En esta sección estebleceremos el concepto de integral definida para funciones f(x)
no necesariamente escalonadas; la integral se define de tal manera que satisfaga las
propiedades establecidas en la sección anterior. La idea se basa en la propiedad
de exhaución dada en la sección de áreas, aproximando la función f por funciones
escalonadas tanto por defecto como por exceso, tal como se sugiere en la figura siguiente:
Figura 2.1: Función escalonada
Eligimos funciones escalonadas s y t tales s(x) ≤ f(x) ≤ t(x) para todo x ∈ [a, b].
A las funciones s las llamamos escalonadas inferiores y a las funciones t escalonadas











s(x)dx; s(x) es escalonada inferior
}




t(x)dx; t(x) es escalonada superior
}
es acotado inferiormente.
Sean I(f) = sup(L(f)) y Ī(f) = ı́nf(U(f)), Claramente I(f) ≤ Ī(f), como la





f(x)dx ≤ Ī(f); como además el valor de la integral debe ser único, entonces
decimos que la integral definida de f(x) existe si I(f) = Ī(f) y en este caso∫ b
a
f(x)dx = I(f) = Ī(f).





, si x 6= 0
0, si x = 0
está definida para todo número real x; pero, ningún intervalo que contenga el origen,
se puede aproximar por funciones escalonadas; pues cerca al origen f(x) toma valores
arbitrariamente grandes o dicho de otro modo f(x) no es acotada en ningún intervalo
que contenga al origen. Por tal razón estableceremos algunas condiciones sobre las
funciones f para las cuales queremos definir la integral:
• f(x) está definida en el intervalo cerrado [a, b]
• f(x) es acotada en [a, b]
• f(x) poseé a lo más un número finito de discontinuidades en [a, b]
• f(x) poseé un número finito de extremos locales (máximos o mínimos) en [a, b]
Al ser acotada una función f , existe un número real M > 0 tal que −M ≤ f(x) ≤M ,
para todo x ∈ [a, b]. Como además queremos introducir el concepto de integral definida
con ayuda de áreas, consideramos funciones no negativas. Geométricamente, las gráficas
de tales funciones (ver figura (2.1)), están situadas entre las gráficas de dos funciones
escalonadas s(x) = 0 y t(x) = M .
Consideremos la función f(x), que satisface las condiciones anteriores, dada una
partición P = {x0, x1, . . . , xn} de [a, b], existen
mi = ı́nf {f(x); x ∈ (xi−1, xi)} y
Mi = sup {f(x); x ∈ (xi−1, xi)} .
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Entonces se definen: la suma superior de f para la partición P , notada por U(f, P )
como
U(f, P ) =
n∑
k=1
Mk · (xk − xk−1),
y la suma inferior de f para la partición P , notada por L(f, P ) como
L(f, P ) =
n∑
k=1
mk · (xk − xk−1).
Cada una de las sumas U(f, P ), L(f, P ) se denomina una suma de Riemann.
En general, para la partición P = {x0, x1, . . . , xn} de [a, b], una suma de la forma
n∑
k=1
f(ξk) · (xk − xk−1), donde xk−1 ≤ ξk ≤ xk
se denomina suma de Riemann.




f(ξk) · (xk − xk−1) ≤ U(f, p),




f(ξk) · 4k ≤ U(f, p),
Integral de una funciones monótona
Si f es una función monótona en el intervalo cerrado [a, b], entonces f es integrable en
[a, b].
Demostración: Asumamos que f es creciente en [a, b]. Sea n un entero positivo
y Pn = {x0, x1, ..., xn} una partición de [a, b] en n subintervalos de igual longitud,
construimos las funciones escalonadas sn(x) y tn(x) así: Para cada x ∈ (xk−1, xk)
sn(x) = f(xk−1) y tn(x) = f(xk),
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en los puntos xk se definen sn y tn de modo que se mantengan las relaciones










f(xk) · (xk − xk−1)−
n∑
k=1
















· (f(b)− f(a)) = c
n
donde, c = (b− a)(f(b)− f(a)) ≥ 0. De esta forma,









para todo entero positivo n, haciendo tender n → ∞ se concluye que Ī(f) = I(f) y
por tanto f es integrable en [a, b].
Propiedades fundamentales de las integrales
Las siguientes propiedades de las integrales resultan de la definición y de las propiedades
correspondientes de funciones escalonadas.
Sean f y g funciones integrables en un intervalo [a, b], α y c números reales, entonces:
1. Propiedad aditiva: la función f + g es integrable en [a, b] y∫ b
a








2. Propiedad Homogénea: la función αf(x) es integrable en [a, b] y∫ b
a













4. Propiedad de invarianza frente a una traslación: f(x − c) es integrable en






5. Propiedad de dilatación del intervalo de integración: Si c 6= 0, f(x/c) es integrable






















área de la región limitada por la gráfica de la función y el eje X, entre x = a y
x = b.
Un ejemplo ilustrativo
Calcular el área de la región acotada por el eje X y la curva f(x) = x2 + 1 en el
intervalo [0, 2]. Como f es monótona creciente en el intervalo [0, 2], es integrable, es
decir Ī(f) = I(f). Por tanto podemos calcular I(f). Sea Pn a partición del intervalo



















































































El aprendizaje de las matemáticas
En cuanto al aprendizaje de las matemáticas, es relevante no acceder a un gran cúmulo
de información sobre los objetos matemáticos, más bien, tener las habilidades que
permitan formular conjeturas sobre estos objetos, criticarlos, corregirlos y mejorarlos.
Lo anterior denota el alejamiento de la postura pasiva del alumno dentro de su actividad
en el aprendizaje de las matemáticas.
Por otra parte, enseñar es mucho más que dejar aprender. La enseñanza ha de crear los
estímulos que activen y aceleren el aprendizaje. El problema radical de la enseñanza
es acoplar la mente del alumno a la materia objeto de aprendizaje. Esto implica una
enseñanza individualizada, de tal forma que dada una materia a enseñar, lo ideal es
encontrar para cada individuo el transformador adecuado a su nivel de entendimiento
y formación, que hiciese el ajuste más adecuado. En este sentido Macías (2003)(Véase
[11]), señala las ventajas del uso de la computadora en la enseñanza de las matemáticas:
• Participación activa del alumno en la construcción de su propio aprendizaje.
• Interacción entre el alumno y la máquina.
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• La posibilidad de dar una atención individual al estudiante.
• La posibilidad de crear micromundos que le permiten explorar y conjeturar.
• Permite el desarrollo cognitivo del estudiante.
• Control del tiempo y secuencia del aprendizaje por el alumno.
• A través de la retroalimentación inmediata y efectiva, el alumno puede aprender
de sus errores.
Los planes y programas de estudio señalan como propósitos fundamentales para los
cursos de matemáticas, desarrollar en los estudiantes habilidades y conocimientos para
adquirir un pensamiento crítico, reflexivo, flexible, capaz de realizar generalizaciones,
clasificar, inducir, inferir, estimar numéricamente, y resolver problemas. Las actividades
y recursos didácticos de uso generalizado en la enseñanza y aprendizaje de las
Matemáticas han proporcionado resultados poco satisfactorios, los diagnósticos
muestran que el aprendizaje de los estudiantes es principalmente de tipo algorítmico,
con escaso aprendizaje de los aspectos conceptuales y de aplicación. Para algunos esto
es resultado de una enseñanza que utiliza poco la visualización y la contextualización de
las propiedades de los conceptos y procesos matemáticos, así como de las dificultades
que se presentan para vincular cognitivamente aspectos gráfico-visuales y analítico-
algorítmicos relacionados con ellos.
Es importante precisar que, aunque no exista una distinción clara entre muchos procesos
de pensamiento matemático elemental y avanzado, quizá nos sirva como distintivo
su complejidad y la forma de enfrentarse a ésta; las dos formas más importantes
de enfrentarse a esta complejidad serían la representación y la abstracción. En este
sentido, es importante que las concepciones de los estudiantes integren diferentes
representaciones (como la gráfica, numérica y algebraica). El estado ideal es que estas
representaciones se complementen entre sí, integrando una sola representación del
concepto, con lo que se llega a la abstracción.
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Como marco teórico de la comprensión de los objetos matemáticos, hemos adoptado
la teoría de los registros de representación semiótica de Duval (1993) (Azcarate,
1996, pag 160) quien afirma que “no hay conocimiento sin representación”. De este
modo, reconocer la importancia que tienen las diversas representaciones de los objetos
matemáticos es el primer paso para elaborar actividades que permitan la puesta
en marcha de diferentes representaciones en paralelo para alcanzar un aprendizaje
conceptual más rico. No sólo son importantes las tareas de transformación dentro de
un registro o de conversión entre registros, hay otras actividades que promueven estas
acciones y ponen en juego el conocimiento del individuo.
Derive y educación matemática
En concordancia con lo anterior se considera que el programa de cálculo simbólico
Derive constituye una herramienta que se puede utilizar para que los estudiantes
desarrollen un conjunto de prácticas que ayuden a la comprensión del concepto de
integral definida, usando métodos de aproximación numérica que no son utilizados
en la mayoría de cursos habituales de cálculo integral, como afirma Camacho (2003)
(Véase [5]).
Uno de los programas de cálculo simbólico que ofrece posibilidades didácticas es Derive,
su fácil manupulación, capacidades numéricas, algebraicas y entorno gráfico, permiten
nuevos enfoques en la enseñanza, en el aprendizaje, y la comprensión de la matemáticas.
Según Camacho y Depool (2003) se pueden resaltar los siguientes aspectos:
• Realizar operaciones de cálculo simbólico, entre las que se cuentan: graficación de
funciones en dos y tres dimensiones, definición de funciones a trozos, derivadas e
integrales (definidas e indefinidas), sumas de series, cálculo de límites, obtención
de los polinomios de Taylor de una función; representación gráfica de funciones
en forma explícita, implícita, paramétricas y en coordenadas polares.
• Programar funciones que usen las distintas capacidades del programa antes
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mencionadas, es decir, definir una serie de funciones que combinen las operaciones
básicas que vienen implementadas en Derive.
• Utilizar archivos con funciones definidas por otros usuarios para propósitos
diversos como: resolver ecuaciones diferenciales, trabajar con algebra lineal, etc.
Las posibilidades que nos ofrece Derive en el ámbito del Cálculo Integral según Azcarate
(Véase [2]) son:
• “Es posible utilizarlo para alguna tarea parcial o bien aprovechar toda su potencia,
introduciendo en este caso dificultades nuevas, como por ejemplo el cálculo de
de integrales dependientes de un parámetro, o dificultades que radiquen en la
modelización del problema o en la interpretación del resultado”
Para la utilización de Derive o cualquier software es necesario un aprovechamiento
racional para evitar dependencia a este.
Hacia un currículo de matemáticas mediado por herramientas computacio-
nales
Los sistemas educativos evolucionan al igual que la cultura y la sociedad, pues son
los encargados de formar a las nuevas generaciones para su inserción social y para
atender a las necesidades que la sociedad demanda. Se admite que los objetivos
educativos, la organización curricular y en general las pautas de comportamiento escolar
se adaptan a las condiciones socioculturales. Dicha evolución tiene que ver con las
diversas tecnologías, materiales y simbólos, que la sociedad va generando y que se
incorporan poco a poco al sistema educativo, produciendo modificaciones a su interior
que permiten ponerlo en consonancia con los avances sociales.
El arribo de la cultura informática genera cambios en el currículo de manera natural y
obligada. Por ejemplo, en los textos de décadas pasadas, era frecuente hallar ejercicios
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que involucraban cálcular logaritmos (el logaritmo de 12345), por lo cual los libros
traían al final una copia de la tabla de logaritmos. Pero con la llegada de las calculadoras
científicas hizo obsoletas dichas tablas y no volvieron a aparecer. Con el aumento de
las capacidades de procesamiento y graficación de algunas calculadoras y la aparición
de sistemas de cálculo simbólico se da paso al desarrollo de actividades cognitivas
superiores tales como interpretar, argumentar, traducir, abstraer y modelar.
Estas consideraciones han sido tenidas en cuenta por el MEN (Véase [9])en una serie
de estudios sobre la innovación del currículo de matemática, dando las siguientes
sugerencias:
En un currículo que lleva mucho tiempo, los tópicos tradicionales se vuelven objetos
culturales y se convierten en aquello que tiene valor en la escuela (la factorización,
por ejemplo). En el diseño curricular que se necesita implementar, como se ha dicho, se
retoman objetos culturales que son aceptados por la comunidad y se les da otro sentido,
transformándolos y produciendo cambios, inicialmente poco a poco, sin violentar
abruptamente el currículo actual para ir reorientado las temáticas y haciendo aparecer
otras presentaciones cada vez mas novedosas que aprovechan mejor el uso de los
instrumentos computacionales y dan lugar a cambios curriculares tradicionales.
La posibilidad de incorporar herramientas computacionales en la clase de matemáticas
brinda la posibilidad de ofrecer medios de expresión matemática alternativos, formas
innovadoras de manipulación de los objetos matemáticos y estrategias de acercamiento
al conocimiento matemático. Por esta razón es importante el uso de la tecnología en la
escuela.
Secuencia Didáctica
La utilización de las nuevas tecnologías en el aula de clase nos permiten construir
una secuencia didáctica para la enseñanza de las matemáticas, teniendo en cuenta
consideraciones de que enseñar y como enseñarlo. Para ello se requiere poner en
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contexto los distintos conocimientos implicados en la transposición y mediación
educativa.
El diseño de la secuencia didáctica, nos permitirá poner en acción la resolución
de problemas para dar inicio al trabajo planeado. Las situaciones planteadas en la
secuencia didáctica serán pensadas de tal manera que generen un ambiente de clase
que potencie:
• La utilización y exploración de hipótesis, respecto a cómo sucederá o cual será
un acontecimiento (conjeturas)
• Uso de diversas representaciones. Esta bastante demostrado que si un concepto,
idea o algoritmo matemático se tiene solo una representación, esa persona que
tiene esa representación única, solo podrá aplicarla en el caso que la situación o
problema se pueda llevar a esta representación.
• Comunicación de resultados de forma oral y escrita.
• La transferencia que se relaciona con la necesidad de usar lo que se ha aprendido
en una situación o situaciones novedosas.
• La reflexión explícita acerca de los conceptos, problemas y estrategias de solución.
Trabajar de esta manera implica que el estudiante pueda mantener control y
responsabilidad sobre su propio conocimiento. Teniendo siempre como regulador y
potenciador de sus construcciones y las construcciones de los demás.
Debemos responsabilizarnos por el proceso de institucionalización de los conocimientos
disciplinares y de los diferentes métodos de solución presentados.
Por otro lado, la construcción de las diferentes situaciones se hará pensando en que el
estudiante pueda utilizar el programa de cálculo simbólico Derive; para que contribuya





Los contenidos de la secuencia están agrupados en las siguientes temáticas:
Actividad 0. Introducción al manejo de Derive. Se realizará una práctica en el
laboratorio donde se presentaran los comandos necesarios para las demás sesiones,
la cual se encuentra en la apéndice A. (Tiempo: 1 sesión)
Actividad 1. Prueba de entrada: Cuya intención es indagar por las concepciones de los
estudiantes acerca del concepto de área, así como los conceptos de intervalo y partición.
(Tiempo: 2 sesiones)
Actividades 2 y 3. Integral de Riemann: Modelar situaciones gráficas, que nos permita
trabajar las diferentes representaciones de la Integral de Riemann. (Tiempo: 3 sesiones)
Actividad 4. Integral definida: Dar significado a la Integral Definida como área bajo la




Introducción al manejo de Derive ver apéndice A
4.1.2 Actividad 1
Objetivo: Indagar sobre los conceptos de área, intervalo y partición.
1. ¿Cuál es la longitud del intervalo [0,2]?, ¿Cuál es la longitud de cada subintervalo
si se efectúa una división del intervalo [0,2] en 4 partes iguales? ¿En 5 partes de
igual longitud? ¿En 20 partes de igual longitud?
Escriba y represente gráficamente las particiones pedidas anteriormente en la
recta real.
2. ¿Cuál es la longitud de cada subintervalo si el intervalo [0,2] se parte en n
subintervalos iguales? Encuentre el 5o, 8o y k-ésimo subintervalo de esta partición.
3. Divida el intervalo [1,6] en 4 subintervalos iguales, escríbalos y represéntelos
gráficamente ¿Cuántos subintervalos se obtienen si se realiza una división del
intervalo en subintervalos iguales de longitud 1
4
?
Escriba los subintervalos obtenidos.
4. Realice una partición del intervalo [1,6] en n subintervalos iguales. Escriba los
extremos del intervalos [xi−1, xi], ¿ Qué valores puede tomar i en esta partición?
a Si n = 50, escriba los extremos de los intervalos 35 y 43.
b Si n = 120, escriba los extremos de los intervalos 48 y 96.
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5. Sea la función dada por y = x2
4
Figura 4.1: Actividad 1
a Divida el intervalo [1,6] en 5 subintervalos iguales y calcule la imagen del
extremo derecho de cada cada subintervalo.
b Marque en el gráfico dado la partición del intervalo [1,6] realizada en el
punto anterior y los valores de la función obtenidos, dibuje en el gráfico
los rectángulos que tienen como base los subintervalos de la partición y
altura el valor de la función en el punto indicado.
c Calcule el área de cada rectángulo obtenido en el punto anterior.
d Calcule la suma de las áreas obtenidas en el inciso anterior.
6. Realice los pasos indicados en el numeral 5 para una partición de 10 subintervalos
y 20 subintervalos. Compare los gráficos obtenidos para la partición de 5, 10 y
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20 subintervalos. ¿Cuál considera que se aproxima mejor al área bajo la curva?
4.1.3 Actividad 2
Actividad Integral de Riemann
Objetivo: Realizar una aproximación al área bajo la curva utilizando sumas de Riemann
Calcule aproximadamente el área acotada por la curva y = x2, el eje X entre x = 0 y
x = 1, mediante área de rectángulos, diviendo el intervalo [0,1] en 4 subintervalos de
igual longitud.
Para este punto es necesario cargar el fichero RIEMANN.MTH mediante la secuencia
de comandos Archivo-Leer-Utilidad, tal como se explicó en la primera parte sobre el
manejo de ficheros con DERIVE.
Defina en Derive la función: f(x) := x2 en la ventana álgebra.







, 1} para calcular la suma inferior de las áreas de los siguientes
rectángulos:
• Rectángulo de base en el intervalo [0,1/4] y altura f(0).
• Rectángulo de base en el intervalo [1/4,1/2] y altura f(1/4).
• Rectángulo de base en el intervalo [1/2, 3/4] y altura f(1/2).
• Rectángulo de base en el intervalo [3/4,1] y altura f(3/4).
Al estar definida ya la función en Derive, cada vez que escribamos en la barra de
entrada de datos f(a) Derive calcula automáticamente el valor de la función para
x = a.
Para encontrar los puntos de los rectángulos utilizamos RECTA_INF(0, 1,
4) terminando con la tecla Enter con lo que la matriz con las coordenadas de
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los puntos ya calculados aparecerá en la ventana algebra. Después representamos
estos puntos en la ventana de gráficas 2-D.
Luego para calcular la suma de los rectángulos inferiores utilizamos:
AREA_INF(0,1,4) Dando la suma de los 4 rectángulos inferiores de la función
dada por f(x) desde x = 0 hasta x = 1.
2. Utilizando la misma partición calcular la suma superior de las áreas de los
siguientes rectángulos:
• Rectángulo de base en el intervalo [0,1/4] y altura f(1/4).
• Rectángulo de base en el intervalo [1/4,1/2] y altura f(1/2).
• Rectángulo de base en el intervalo [1/2, 3/4] y altura f(3/4).
• Rectángulo de base en el intervalo [3/4,1] y altura f(1).
Para encontrar los puntos de los rectángulos utilizamos RECTA_SUP(0, 1,
4) terminando con la tecla Enter con lo que la matriz con las coordenadas de
los puntos ya calculados aparecerá en la ventana algebra. Después representamos
estos puntos en la ventana de gráficas 2-D.
Luego para calcular la suma de los rectángulos superiores es utilizamos:
AREA_SUP(0,1,4) Dando la suma de los 4 rectángulos superiores de la
función dada por f(x) desde x = 0 hasta x = 1.
3. Calcule aproximadamente el área acotada por la curva y = x2, el eje X entre
x = 0 y x = 2, mediante área de rectángulos, diviendo el intervalo [0,2] en
subintervalos de igual longitud.
El intervalo [0,2] en se divide en 4 subintervalos de igual longitud.Para encontrar




Luego la simplificamos y graficamos.
Para dibujar los rectángulos superiores escribimos y simplificamos la expresión
en la ventana algebra:
RECTA_SUP(0,2,4)
Luego la simplificamos y graficamos.
Para obtener las sumas inferiores asociadas a está partición escribiendo la
expresión:
AREA_INF(0,2,4)
Para obtener el valor aproximado:_____________ La sumas superiores de
está partición se obtiene escribiendo la expresión:
AREA_SUP(0,2,4)
Obtendremos la estimación de las sumas superiores asociadas a esta partición de
4 subintervalos:__________________.
4. Utilice el mismo procedimiento con 16 intervalos y 24 intervalos. Con base en el
punto 3 y 4 responda:
a ¿Qué sucede con los valores de las sumas superiores y los de las sumas
inferiores?
b ¿Qué se puede concluir con esos valores?
c ¿Cuál es el valor aproximado del área acotado por la curva y=x2 en el intervalo
[0,2]?
4.1.4 Actividad 3
Actividad Integral de Riemann
Objetivo: Utilizar diferentes aproximaciones para hallar el área bajo la curva utilizando
sumas de áreas de rectángulos.
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Para este punto es necesario cargar RIEMANN.MTH mediante la secuencia de
comandos Archivo-Leer-Utilidad.
Calcular aproximadamente el área acotada por la curva y = x3 + x2 − 6x y el eje X
mediante distintas aproximaciones.
1. Defina en Derive la función: y = x3 + x2 − 6x en la ventana álgebra, luego
represente gráficamente para obtener los puntos de corte con el eje de las abscisas.
2. Grafique 7 rectángulos inferiores utilizando las sentencias
RECTA_INF(a,b,n)
RECTA_INF_BAJO(a,b,n)
3. Grafique 7 rectángulos superiores utilizando las sentencias
RECTA_SUP(a,b,n)
RECTA_SUP_BAJO(a,b,n)
4. Graficar 7 rectángulos tomando el punto medio del intervalo utilizando la
sentencia
RECTA_MED(a,b,n)







6. Utilice el mismo procedimiento del punto anterior para 10, 20 y 30 subintervalos
de igual longitud.
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7. ¿Qué sucede con el valor de las áreas obtenidas a medida que el número de
intervalos aumenta?
4.1.5 Actividad 4
Actividad Integral de Riemann
Objetivo: Encontrar el valor de el área bajo la curva utilizando sumas de Riemann
Calcular el área acotada por la curva y = x3 + x2 − 8x + 2 y el eje X en el intervalo
[0, 4].
1. Defina en Derive la función: y = x3 + x2 − 8x + 2 en la ventana álgebra, luego
represente gráficamente.
a Grafique 10 rectángulos inferiores utilizando las sentencias
RECTA_INF(a,b,n)
b Grafique 10 rectángulos superiores utilizando las sentencias
RECTA_SUP(a,b,n)
c Graficar 10 rectángulos tomando el punto medio del intervalo utilizando la
sentencia
RECTA_MED(a,b,n)





e Utilice el mismo procedimiento del punto anterior para 15, 25 y 35 subintervalos
de igual longitud.
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f ¿Qué sucede con el valor de las áreas obtenidas a medida que el número de
intervalos aumenta?
2. Utilizar la sentencia Suma(n) := SUM(F (a+ k(b− a)/n)(b− a)/n, k, 0, n) para
calcular el área.
a Defina la sentencia:
Suma(n) := SUM(F (a+ k(b− a)/n)(b− a)/n, k, 0, n)
b Con sus palabras describa el resultado que se obtiene al utilizar la segunda
instrucción.
c Calcule limn→∞Suma(n) y
∫ 4
0
(x3 + x2 − 8x+ 2)dx ¿Qué ocurre? ¿Por qué?
d Compruebe los resultados obtenidos con las sumas U(f, P ), L(f, P ). ¿Por qué?
3. Calcule el área de la región que delimita la curva y = x3 − 3x2 + 2x + 1 con el
eje x en el intervalo [0,3].
a Calcule las sumas U(f, P ), L(f, P ).
b Calcule limn→∞Suma(n) y
∫ 4
0
(x3 − 3x2 + 2x+ 1)dx ¿Por qué ocurre?
4. A partir de la función f(x) = 1
(x−2)2
a Represente gráficamente la función f(x).








d Calcule las sumas U(f, P ), L(f, P ) ¿Qué ocurre? ¿Por qué?









Teniendo en cuenta que el trabajo aquí realizado aún no se ha aplicado, algunas
conclusiones del mismo son:
• El apoyo de la tecnología en la enseñanza del cálculo hace posible que el
desarrollo de temas como este integral definida y área, le permitan al
estudiante interiorizar las ideas mediante la observación, la experimentación y
el descubrimiento.
• Los ejemplos presentados en la guías no son estáticos, es decir podemos
actualizarlos y mejorarlos de manera rápida.
• El material de construido puede servir de apoyo para un curso de cálculo Integral
en el que se utilice videoconferencias y plataformas para transmision remota.
• El uso de Derive y otros paquetes proporciona un instrumento para desarrollar
algunos temas del cálculo integral, pero considero que no todos se pueden trabajar
de esta manera. Por ejemplo la demostración del Teorema Fundamental del




Después de la implementación de la investigación se podrá observar que enseñar a los
estudiantes a comprender los aspectos visuales de los conceptos que aprenden, no es algo
que realicen solos y con la ayuda de las herramientas tecnológicas se puede potenciar.
Además se puede utilizar estas herramientas para analizar la forma cómo las usan
en la resolución de tareas relacionadas con elementos matemáticos que comúnmente
presentan dificultad debido a sus concepciones erróneas como:
• Asociar el concepto de Integral Definida con un algoritmo para calcularla sin
tener en cuenta las condiciones para poder aplicarlo.
• Realizar cálculos incorrectos al aplicar la regla de Barrow, o el desconocimiento
de las condiciones necesarias para aplicar ésta regla.
• Afirmar que la continuidad implica derivabilidad y trasladar esta misma
propiedad errónea a la integrabilidad por similitud.
En definitiva, se recomienda que tanto los docentes de Matemáticas como los de
otras áreas consideren que las nuevas tecnologías de información brindan una amplia
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gama de alternativas en los procesos educativos y que su utilización origina diversos
planteamientos para investigaciones futuras.
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Manejo básico de Derive
En este parte se enseñaran algunas técnicas básicas del uso de Derive. Para iniciar
Derive haga doble click sobre el icono en su escritorio:
Aparecerá la siguiente pantalla al cabo de unos pocos segundos:
Tras iniciar Derive, el sistema está listo para aceptar la introducción de expresiones a
través de la línea de edición, tal como se indica por el cursor parpadeante que aparece
sobre dicha línea:
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Introduzca una expresión: La función y = 2x2 + 3
Aparecerá la siguiente pantalla:
Finalice la introducción con la tecla enter.
Para ver la gráfica hacemos click en el icono:
Para que aparezca la siguiente pantalla:
Para cargar efectuar la práctica cargamos el fichero RIEMENN.MTH mediante la
secuencia de comandos Archivo-Leer Utilidad
39




Para la actividad 1 se considera la función y = x2 + 1, en el intervalo [0,1] para iniciar
la actividad cargamos el fichero RIEMENN.MTH mediante la secuencia de comando
Archivo-Leer-Utilidad y definimos en Derive f(x) := x2 + 1 y luego la gráficamos:
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• Para construir los cuatro rectángulos inferiores en Derive primero se introduce
la sentecia RECTA_INF(0,1,4) después pulsamos la combinación de teclas
Mayúscula + Enter con lo que la matriz de los puntos ya calculados aparecerá
en la ventana algebra:
• Para graficar los rectángulos hacemos los siguiente ajustes en la ventana 2D
Opciones-Puntos-Conectar:
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• Realizamos la gráfica:
• Para calcular la suma de los rectángulos Inferiores utilizamos
AREA_INF(0,1,4):
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• Para construir los cuatro rectángulos superiores en Derive primero se introduce
la sentecia RECTA_SUP(0,1,4) después pulsamos la combinación de teclas
Mayúscula + Enter con lo que la matriz de los puntos ya calculados aparecerá
en la ventana algebra:
• Graficamos lo anterior en la ventana de graficas 2D:
• Para calcular la suma de los rectángulos superiores utilizamos
AREA_SUP(0,1,4):
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Para la actividad 2 se considera la función y = x3+x2−6x, en los intervalo [-3,0] y [0,2]
para iniciar la actividad cargamos el fichero RIEMENN.MTH mediante la secuencia
de comando Archivo-Leer-Utilidad y definimos en Derive f(x) := x3 + x2− 6x y luego
la gráficamos:
• Para graficar los 7 rectángulos inferiores en Derive primero se introduce
la sentecia RECTA_INF(-3,0,7) y RECTA_INF_BAJO(0,2,7) después
pulsamos la combinación de teclas Mayúscula + Enter con lo que la matriz de
los puntos ya calculados aparecerá en la ventana algebra y después en la ventana
de gráficas 2-D:
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• Para graficar los 7 rectángulos superiores en Derive primero se introduce la
sentecia RECTA_SUP(-3,0,7) y RECTA_SUP_BAJO(0,2,7) después
pulsamos la combinación de teclas Mayúscula + Enter con lo que la matriz de
los puntos ya calculados aparecerá en la ventana algebra y después en la ventana
de graficas 2D:
• Para graficar los 7 rectángulos tomando el punto medio en Derive primero
se introduce la sentecia RECTA_MED(-3,0,7) y RECTA_MED(0,2,7)
después pulsamos la combinación de teclas Mayúscula + Enter con lo que
la matriz de los puntos ya calculados aparecerá en la ventana algebra y después
en la ventana de graficas 2D:
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A continuación se presentan los pantallazos de la presentación de la clase de apoyo que
está de forma digital en el CD adjunto
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